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L’examen consta de QUATRE exercicis obligatoris. Cada exercici val 2,5 punts. Feu els exerci-
cis 1, 2 i 3 responent a TOTES les qiiestions que s’hi plantegen. A P'exercici 4, trieu UNA de les
dues opcions (A o B) proposades i indiqueu-la a la portada.

En totes les respostes, expliqueu sempre qué voleu fer i per qué. Cal que la redaccié de la
resposta es faci de manera coherent, amb correccié i claredat, emprant la notacio i el vocabulari
matematic adequats i expressant la solucié de manera clara.

Podeu utilitzar les pagines en blanc del final del quadern per a fer esquemes, esborranys,
etc., o per a acabar de respondre a algun exercici si necessiteu més espai. En aquest ultim cas, cal
que ho indiqueu clarament al final de la pagina de I’exercici corresponent.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es permet I'us de calculadores o altres aparells que
poden emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacio.

Exercici 1
[2,5 punts en total]

Puntuacio total de I’exercici 1

Considereu la parabola y=f(x), amb f(x)=-x’+5x, i la hipérbola y=g(x), amb

8

g(x)=8-———.
x+1

1.1. En quants punts es tallen les grafiques d’aquestes dues funcions? Calculeu-los tots.

[0,75 punts]

| Puntuacio6 de I'apartat 1.1 | |

1.2. Calculeu l'area de la regi6 situada entre les dues corbes des de x=1 fins a x = 3.
[1 punt]

| Puntuaci6 de I'apartat 1.2 | |




1.3. Comproveu que f(x) té les arrels als punts d’abscissa x=01 x=5, i que 'ordenada del
vertex de la parabola y = f(x) és y =6,25. Justifiqueu que y = f(x) és I'inica parabola que
existeix amb aquestes dues propietats.

[0,75 punts] | Puntuacio de l'apartat 1.3 | |




Exercici 2
[2,5 punts en total]

Puntuaci6 total de I’exercici 2

W

, on k és un nombre

Considereu les matrius M =( 3 .30 ) i N=| k=1
real qualsevol. k-1 -1 -1

(e
NN O =

2.1. Calculeu els valors de k per als quals MN és invertible.
[0,75 punts]

| Puntuacio6 de I'apartat 2.1

2.2. Calculeu els valors de k per als quals NM és invertible.
[0,75 punts]

| Puntuaci6 de 'apartat 2.2 | |




X
2.3. Estudieu per a quins valors reals de m, n i k el sistema M| y =( m ) és compatible
n

z
indeterminat.

[1 punt]

| Puntuacio6 de I'apartat 2.3 | |




Exercici 3
[2,5 punts en total]

Puntuaci6 total de I’exercici 3

En una ciutat s’ha estudiat la relacid entre els habits de lectura i la practica d’esport en
I'alumnat de batxillerat. Per a fer-ho, s’han formulat les dues preguntes segiients a 'alumnat
d’aquesta etapa educativa: «Llegeixes com a minim dos llibres al mes?» i «Practiques algun
esport almenys quatre hores a la setmana?»

Dels resultats de I'enquesta, es desprén que el 60 % llegeixen com a minim dos llibres
al mes, dels quals el 70 % practiquen algun esport un minim de quatre hores a la setmana.
També s’observa que, d’entre els que no llegeixen un minim de dos llibres al mes, el 50 % fan
menys de quatre hores setmanals d’esport.

Si escollim a I'atzar un alumne/a de batxillerat d’aquesta ciutat:

3.1. Quina és la probabilitat que faci esport almenys quatre hores setmanals?
[0,75 punts]

| Puntuacio6 de I'apartat 3.1

3.2. Sisabem que aquest alumne/a fa esport menys de quatre hores setmanals, quina proba-

bilitat hi ha que llegeixi almenys dos llibres al mes?
[0,75 punts] | Puntuaci6 de I'apartat 3.2 | |




L’Alba és una estudiant de batxillerat que ha anat anotant durant tot el curs quantes
hores dedicava a la setmana a llegir i quantes a fer esport. Per a cada setmana té apuntat un
nombre real x que correspon a la quantitat d’hores de lectura i que oscilla entre 11 6, i
un nombre real y que correspon a la quantitat d’hores de practica esportiva. Ha observat que
la relaci6 y=7 - x+1In(2x - 1) s’ajusta forca bé a les dades que ha anotat.

3.3. Calculeu, segons aquest model, quin és el maxim i el minim d’hores per setmana que

I’Alba ha dedicat a practicar esport.
[1 punt] |Puntuacié de l'apartat 3.3 | |




Exercici 4
[2,5 punts en total]

Puntuaci6 total de I’exercici 4

Trieu UNA de les dues opcions (A o B) i responeu a les qiiestions que s’hi plantegen.
Indiqueu a la portada de Pexamen P'opcié escollida.

OPCIO A

D’una funci6 f(x), sabem que passa pel punt (-1, -1) i que la grafica de la seva funcié
derivada és la segtient:

J'®)

-3

4

4.1. Calculeu I'equaci6 de la recta tangent a la grafica de la funci6 f(x) en el punt (-1, -1).
[1 punt]

| Puntuacio6 de I'apartat 4.1 | |

4.2. Estudieu si f(x) té punts critics (punts on f'(x) = 0) i, en cas que en tingui, determineu-ne
les abscisses i classifiqueu-los segons si sén maxims, minims o punts d’inflexié de f(x).
[1 punt]

| Puntuacio6 de I'apartat 4.2 | |

4.3. Sabent, a més, que f(0) =-0,2, calculeu 'area entre la grafica de f'(x) i I'eix de les abscis-
ses, des de x=-1 fins a x=0.
[0,5 punts] | Puntuaci6 de I'apartat 4.3 | |

OPCIO B

En una industria es fan servir bragos robotics amb sensors per a mesurar amb precisio
determinades peces metalliques i comprovar si tenen irregularitats. Les peces es colloquen
sobre la superficie determinada pel pla 7: (x, , z) = (6, 1, 1) + A(1, 1, 0) + u(0, 0, 1) i, per damunt
seu, un brag robotic desplaga un sensor des del punt A =(1, 2, 3) fins al punt B=(5, 3, 7) en
linia recta (les unitats dels tres eixos de coordenades estan expressades en centimetres).

4.1. Quina distancia ha recorregut el sensor?
[0,5 punts] | Puntuacio6 de I'apartat 4.1 | |

4.2. En acabar el moviment, a quina distancia de la superficie es troba el sensor?
[1 punt]

| Puntuacio6 de I'apartat 4.2 | |

4.3. Siel sensor seguis movent-se en la mateixa linia recta i en el mateix sentit, en quin punt
xocaria amb la superficie?
[1 punt] | Puntuacio6 de I'apartat 4.3 | |
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[Pagina per a fer esquemes, esborranys, etc., o per a acabar de respondre a algun exercici.]



[Pagina per a fer esquemes, esborranys, etc., o per a acabar de respondre a algun exercici.]
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Comprovaci6 i 2a correccio6:

3a correccio:

Etiqueta de I'estudiant

3 TEC
g Institut d’Estudis
2| Catalans

x INSTITVT x

L’Institut d’Estudis Catalans ha tingut cura de la correccié linguistica i de I'edici6 d’aquesta prova d’accés.
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SERIE 5

Exercici 1

1.1. Per trobar els punts de tall entre parabola i hipérbola, resolem 'equacié f(x) = g(x):

8
—x24+5x=8———
X

(x+1)(—x*+5x)=8x+8-8
—x3 4+ 4x? + 5x = 8x

x(—x% +4x —3) = 0.

Les solucions s6n x=0 i x

_ _4i@ _ —:_rz _ {; . Per tant, es tallen

exactament en tres punts. Calculant les seves imatges, es tracta de (0, f(0)) =

(0,0), (L, f(D)) = (LD i(3,f(3)) = (3,6).

1.2. Com que no hi ha més punts de tall que els tres calculats a I'apartat anterior, entre
1 3 les grafiques no es toquen (de fet, f esta per damunt de g) i 'area demanada és

3

A =f13(f(x)—g(x)) dx:f1 (—x2+5x—8+%) dx

x3  5x2 3

=[—?+T—8x+81n(x+1)]1=

—( 278 iial 4) ( 1.5 gisl (2))— 20 4482

“\"3 73 n(4) 372 me))==-3 n
—0.878.. uZ
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1.3. Efectivament f(x) té arrels als punts d’abscisses 0i5, f(0) = =02+ 0 = 0i f(5) = =52 +

25 =0. La parabola y = f(x) té el vertex situat al punt —2x+5=0 — x zg, que
efectivament té per imatge f (g) = —24—5 + 22—5 = % = 6,25.
A més, y = f(x) és I'inica parabola amb aquestes dues propietats ja que qualsevol que

les compleixi haura de ser de la forma f(x) = ax(x — 5); i com que el vértex ha d’estar

al punt mig de les dues arrels x = Ozi = g i ha de tenir imatge 6,25, tindrem

625=f(3)=as(3-5)=a - (-Z)=-625a

Per tant a = —1, i I'Ginica parabola és f(x) = —1-x(x — 5) = —x? + 5x.

Criteris de correccio: (1.1.) Compteu 0,5 per plantejar i desenvolupar 'equacio, i 0,25
pels punts de tall. (1.2.) Compteu 0,25 pel planteig correcte de 'area, 0,5 pel calcul de
la primitiva, i 0,25 pel resultat final. Penalitzeu 0,25 si resten les funcions al revés i/o
donen com a bona una area negativa. (1.3.) Compteu 0,25 per la comprovacio de les
dues propietats demanades i 0,5 per la justificacié que és I'inica parabola que les
compleix.
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Exercici 2

2.1. El producte MN i el seu determinant donen

3 1 ~
MN:(kil 51-2)'0”4'0>=Q£j55ki1 k—i—z)

0 2
e 3=k ek —9k—18—6k+6=3(k 3k - 4),
que és zero per als valors k ) N -~ 4,—1. Per tant, la matriu MN és

2 2
invertible per a tot k excepte k =4ik = —1.

2.2. El producte NM dona

31 k+8 8 -1
NM=<k—1 o)-(ki1 M _01)=(3k—3 3k —3 0).

0 2 2k — 2 -2 -2

Com que la primera columna és igual a la segona menys k vegades la tercera, el
determinant és sempre zero i la matriu NM no és invertible per cap valor de k.
Alternativament, es pot calcular el determinant i veiem que déna zero independentment
de k:

k+8 8 -1 k+8 8 -1
3k—3 3k—-3 0|=236k-3)| 1 1 0=
2k —2 -2 -2 k-1 -1 -1

=23k —-3)(-k—8+1+k—-1+8)=0.
2.3. En forma matricial es tracta del sistema d’equacions
PSR
k-1 -1 —-11n/,

Com que |_31 _01| = —3 # 0, el rang de la matriu de coeficients és 2 i el de 'ampliada

també, independentment dels tres parametres. | com que hi ha 3 incognites, aquest
sistema és compatible indeterminat per qualssevol valors de m, de n i de k.

Criteris de correccié: (2.1.) Compteu 0,25 pel producte matricial, 0,25 pel calcul del
determinant, i 0,25 per donar la resposta correcta. (2.2.) Compteu 0,25 pel producte
matricial, 0,25 per argumentar que el determinant és sempre zero, i 0,25 per deduir la
resposta correcta. (2.3.) Compteu 0,25 per interpretar el sistema d’equacions demanat,
0,5 per calcular els rangs, i 0,25 per donar la resposta correcta.
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Exercici 3

3.1. Considerem els successos aleatoris seguents:
Ll = "llegir almenys dos llibres al mes”,
E = “‘fer un minim de quatre hores setmanals d’esport”.

Les dades del problema ens diuen que P(Ll) = 0,6, P(E|Ll) = 0,7, i P(E|Ll) = 0,5.
Podem visualitzar-les en el diagrama d’arbre adjunt:

\ 0’5///7 g
0.4 s Ll ~

©
N
o

Pel teorema de la probabilitat total:
P(E) = P(Ll) - P(E|L) + P(LL) - P(E|LL) = 0,6-0,7+ 0,4-0,5 =

=0,42+ 0,20 = 0,62.

3.2. Per la férmula de Bayes:

P(LLNE) P(E|LL)-P(LL) 03-0,6 _
P(E)  1-P(E)  1-062

P(LL|E) = 0,47 ...
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3.3. Cal trobar els valors maxim i minim absoluts de la funci6 f(x) =7 —x + In(2x — 1)
en linterval [1, 6]. La derivada de f(x) és f'(x) = —1 +%, que s’anul-la només per

x = ; Aquest punt critic es correspon a un maxim local, ja que la funcio (a la vista del
signe de la derivada) creix per x < %i decreix per x > % Comque f1)=7—-1+1In1=
6, f@) =7-24In2~6,19,i f(6) =7 —6+In11 ~ 3,4, deduim que el maxim i
minim absoluts de la funci6 a linterval [1,6] son als punts f(g) ~ 6,191 f(6) = 3,4,

respectivament. Per tant, segons aquest model, 'Alba ha practicat entre un minim de
3,4 i un maxim de 6,19 hores per setmana d’esport.

Criteris de correccioé: (3.1.) Compteu 0,25 per plantejar la llei de la probabilitat total,
0,25 per idenficar les dades del problema, i 0,25 pel calcul. (3.2.) Compteu 0,25 per
plantejar la féormula de Bayes (o la formula de la probabilitat condicionada) i 0,5 pel
calcul. (3.3.) Compteu 0,25 per la derivada i per detectar que 3/2 és I'inic punt critic,
0,25 per les zones de creixement i decreixement, 0,25 per argumentar el maxim global,
i 0,25 per argumentar el minim global.
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Exercici 4
OPCIO A.

4.1. Usarem l'expressio de la recta punt-pendent, y — f(x) = m(x — x4). Com que la
recta buscada ha de passar pel puntxy = —1, f(xo) = —1, i hade tenir pendent f'(xg) =
f'(—1) = 2 (tal com es veu al grafic), 'equacio de la recta tangent a la funcié f(x) en el
punt x, = —1 sera

y—=(-D=2-(x—(-1)) — y+1=2-(x+1) — y=2x+1

4.2. Els punts critics de f(x)s6n aquells que satisfan f'(x) = 0. Del grafic es veu
clarament que sén els punts x = -2, x = 0, i x = 1: aquestes abscisses son possibles
extrems relatius de la funcio f(x).

Com que f'(x) és creixent en x = —2, la seva derivada en aquest punt sera positiva,
f"'(=2) > 0, i aixd vol dir que x = —2 és un minim local de f(x).

Analogament, com que f'(x) és positiva immediatament abans de x = 1, i negativa
immediatament després, la funcié f(x) és creixent abans de x = 1 i decreixent després;
per tant x = 1 és un maxim local de f(x).

El punt x = 0 és diferent. Tant abans com després f'(x) és positiva per tant, f(x) és
creixent en el punt x = 0. Perd a més, f'(x) és decreixent abans de x = 0 i per tant la
seva derivada (és a dir, f"'(x)) és negativa, mentre que és creixent després de x =0 i
per tant f”'(x) és positiva. Aixo vol dir que la funcié f(x) és convexa abans de x = 0 i
concava després. Per tant, el punt x = 0 és un punt d’inflexié de f(x).

4.3. Com que f(x) és una primitiva de f'(x), I'area que ens demanen és facil de calcular
usant la regla de Barrow (i usant les dades f(0) = —0,2i f(—1) = —1):

0
4= f F100 dx = [FG)1% = F(0) — f(=1) = —0,2 — (~1) = 0,812,
-1

Criteris de correccio: (4.1.) Compteu 0,5 per determinar el pendent de la recta tangent
a partir del grafic, i 0,5 per 'equacio de la recta. (4.2.) Compteu 0,25 per la llista de punts
critics, 0,25 per deduir que x = —2 és un minim, 0,25 per deduir que x = 1 és un maxim,
i 0,25 per deduir que x = 0 és un punt d’inflexio. (4.3.) Compteu 0,25 per reconéixer que
f(x) és una primitiva de f'(x), i 0,25 pel calcul de I'area.
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OPCIO B.

4.1. Calculem la distancia entre els punts A(1,2,3) i B(5,3,7):

d(A B) = ||[AB|| = 1(4,1,0)] = V42 + 12 + 42 = V33 ~ 5,74 cm.

Per tant, el sensor ha recorregut 5,74 cm.

4.2. Hem de calcular la distancia del punt B al pla &, d(B, ). Per fer-ho, necessitem
'equacié general del pla:

x—6 y—-1 z-1
1 1 0 |=0e=x-6—-(y-1)=0= x—y—-5=
0 0 1

Aplicant la férmula de la distancia punt-pla, obtenim

4B 1-5-1-3+0-5_3
, ) = === 4 cm.
JIZ+(=DZ+02 V2

4.3. Per trobar el punt de xoc, hem de buscar el punt de tall del pla T amb la recta que
passa per A i per B. Primer explicitem I'equacié d’aquesta recta:

(,v,2) =(1,2,3) +A(4,1,4) = (1 + 44,2+ 4,3 + 44),
i ara busquem el punt en comu imposant I'equacio del pla:
1+441-2+21)—-5=0,
don31—6=0iA4=2.Aix0 vol dir que el punt de xoc és
(x,y,z) =(1,2,3) + 2(4,1,4) = (9,4,11).

Criteris de correccié: (4.1.) Compteu 0,5 pel calcul de la distancia entre els dos punts.
(4.2.) Compteu 0,5 per trobar I'equacié general del pla i 0,5 pel calcul de la distancia.
(4.3.) Compteu 0,5 per I'equacio de la recta i 0,5 pel calcul del punt interseccio.
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